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La polarisation de la lumiere est dé-
finie comme la trajectoire du champ
électrique E de I'onde électromagné-
tique dans le plan transverse au vec-
teur donde [1]. Pour un rayonnement
monochromatique, dont les ampli-
tudes et les phases restent constantes,
la résolution de I'équation de pro-
pagation pour le champ amene a un
systeme d’équations paramétriques
correspondant a une trajectoire el-
liptique qui peut se réécrire pour
retrouver I'équation de «Iellipse de po-
larisation ». Cette ellipse est classique-
ment paramétrée par deux angles : a
son azimut, cest-a-dire 'angle que fait
son grand axe avec 'horizontale, et ¢,
son ellipticité, l'arc-tangente entre le
petit axe et le grand axe (cf. Figure
la). Cependant, les amplitudes et les
phases sont généralement inacces-
sibles a la mesure directe. Dans la
pratique, il est plus utile de se ramener

(a)

Propriété fondamentale de la lumiére, la polarisation fait in-
tervenir une théorie mathématiqueriche liée a son caractere
multidimensionnel. Néanmoins, cette caractéristique pose
aussi le défi de sareprésentation géométrique. Introduiteala
fin duxixe siécle, la sphére de Poincaré est un outil quirépond
a cette problématique. Elle permet de représenter géomé-
triquement un état de polarisation quelconque ainsi que
Peffet d’un milieu sur ’état de la lumiére qui le traverse. Cet
articlerevient sur sa construction et son utilisation pratique.
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ades grandeurs observables. De plus,
cette description ne vaut que pour des
états totalement polarisés, cest-a-dire
pour lesquels la trajectoire du champ
est déterministe, or dans le cas géné-
ral, 'état de polarisation accessible a
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(b)

la mesure se caractérise par une po-
larisation partielle due a des effets de
moyennage (spatial, spectral, angu-
laire, temporel, etc.) liés au systeme
d’acquisition. La description de cet
état via l'ellipse de polarisation

Figure 1. (a) Ellipse de polarisation paramétrée par son azimut a et son ellipticité &. La fleche noire
représente le sens de rotation du vecteur champ au cours du temps. Ici, la polarisation est dite « gauche »
(sens de rotation anti-horaire). (b) Représentation d’un état de polarisation, de degré de polarisation P,
surlasphere de Poincaré. Les angles (a, €) correspondent aux angles de lellipse de polarisation associée
a l‘état de polarisation si celui-ci avait été totalement polarisé (P=1).
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nest donc plus possible. On préfere
alors utiliser le formalisme de Stokes
qui, pour décrire un état de polari-
sation, s'appuie sur les 4 parameétres
introduits en 1852 par Georges Gabriel
Stokes 40 ans avant que Jules Henri
Poincaré ne développe sa représen-
tation sphérique des états de polari-
sation [2]. Ces parametres sont des
grandeurs réelles accessibles via des
mesures d’intensité simples :

So=Ip + Iy

S$1=Ip = Ly 3)
S$y= s = Luse

S;3=

‘Gauche Droite

ou le terme Sycorrespond a l'intensité
totale de l'onde et les autres termes
décrivent les caractéristiques pola-
rimétriques de l'onde (linéaire a 0°

ou 90° pour S, linéaire a +45° pour S,
et circulaire gauche ou droite pour
S;) [3]. De plus, le formalisme de
Stokes permet l'introduction du de-
gré de polarisation P:

V83 + 83+ 83

P=————— ,avec0<P=<1
So

qui décrit a quel point la lumiere est
polarisée. Un degré de polarisation
de 1indique un état purement polari-
sé décrit par l'ellipse de polarisation.
Un degré de polarisation de 0 corres-
pond a une lumiere totalement dépo-
larisée pour laquelle la trajectoire du
champ électrique est complétement
aléatoire. On peut alors montrer [3]
que, pour une lumiére de degré de
polarisation P, les parametres de
Stokes s'expriment sous la forme :

CONSTRUCTION HISTORIQUE DE POINCARE

S; = S,P cos2a cos2e
S, =S,Psin2a cos2e
S;=S,Psin2¢

ou a et & sont l'azimut et Lellipticité de
Lellipse de polarisation associée a l'état
delalumiere si celle-ci devait avoir un
degré de polarisation égal 1. Ces trois
parameétres permettent alors de défi-
nir le vecteur v =[S,/Sy, So/So, Ss/Sol, de
norme P, appelé vecteur de Stokes ré-
duit, correspondant aux coordonnées
sphériques de I’état de polarisation
dansun espace quinestautre que celui
delasphére de Poincaré (cf. Figure 1b).

Lasphere de Poincaré constitue alors
un outil pratique et naturel pour

Lintroduction par Poincaré de lareprésentation des états de
polarisation sur une sphére qui porte aujourd’hui son nom
s’est semble-t-il faite de facon indépendante des travaux
de Stokes. En effet, si aujourd’hui la sphére de Poincaré est
largement associée aux paramétres de Stokes, Poincaré ne
semblait pas connaitre les travaux de son prédécesseur
[2] et sa construction s’appuyait sur des arguments
géométriques simples a partir d’une représentation dans
le plan complexe du champ électromagnétique.

L’idée consiste a représenter dans le plan complexe le
ratio des amplitudes complexes du champ électrique [1]:
AJA, = u + iv, qui est indépendant de Uintensité totale et
de la phase globale de 'onde. Dans ce plan représenté en
Figure Al'axe v =0, en rouge, correspond a ’ensemble des
polarisations linéaires ; en effet, pour une polarisation
linéaire il n’y a pas de déphasage entre les directions de
polarisation suivant x et y donnant une partie imaginaire
nulle pour le ratio A,/A,. En particulier, Uorigine du repére
correspond a une polarisation linéaire verticale (A, =0),
alors que la polarisation linéaire horizontale (4, = 0) se
trouve « a Uinfini ». Laxe u =0 en bleu, représente quant a
lui ’ensemble des polarisations elliptiques d’azimut nul,
C’est-a-dire dont les axes propres sont alignés avec les axes
xetyde référence [1].

A partir de ce plan, la sphére de Poincaré se construit en
faisant une projection stéréographique du plan sur une
sphére de diamétre 1. On considére la sphére tangente au
plan en lorigine O, comme sur la Figure A, on associe a un
point M du plan le point d’intersection entre la sphére et
le segment H'M, noté M'. La droite v = 0 des polarisations
linéaires est ainsi envoyée sur l’équateur, et les deux
polarisations circulaires (c; et c,) sont envoyées aux pdles.
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Enfin, la polarisation horizontale qui se trouvait « a Uinfini »
est ramenée sur le point H'.

Figure A : Construction de la sphére de Poincaré a partir du plan
complexe (u, v). Les polarisations linéaires sont représentées par
a droite rouge dont le projeté sur la sphere est ['équateur. Lorigine
O correspond a une polarisation verticale, le point D = (1, 0) a une
polarisation diagonale a 45° et H' est la projection de la polarisation
horizontale. La droite bleue représente les polarisations elliptiques
d’azimut nul, les points remarquables ¢ = (0,1) et ¢p=(0,-1)
correspondent aux polarisations circulaires gauche et droite. Le point
M correspond a une polarisation générique de projetée M'.
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UTILISATION DE LA SPHERE DE POINCARE EN PHYSIQUE QUANTIQUE :

LA SPHERE DE BLOCH

Au-dela de son usage pour représenter les états de
polarisation de la lumiére, une construction analogue a la
sphére de Poincaré est également utilisée pour représenter
l’état de systémes quantiques « a deux niveaux ». Dans ce
contexte, elle est plus couramment connue sous lenom de
sphére de Bloch, en ’honneur de Félix Bloch.

Un systéme quantique a deux niveaux peut &tre décrit
par des vecteurs complexes normés de dimension deux
qui représentent la superposition entre deux états
quantiques orthogonaux. Ceci peut étre rapproché d’une
version normalisée du vecteur de Jones, autre formalisme
classique utilisé en polarisation [1] et reposant sur
Cutilisation des amplitudes complexes A, et A, du champ.
On peut donner comme exemples de tels systémes, les états
de polarisations verticale et horizontale pour un photon, les
états fondamental et excité d’un atome, ou encore les états
spin « up » et « down » d’un électron. Dans le contexte du
calculquantique, ces différents systémes sont des exemples
de « bit quantique », on note alors traditionnellement les
états de base |0)= (1) et|1)= ((1)), paranalogie avec les deux
états possibles d’un bit classique. Un état générique | ¥)
peut alors s’écrire a une phase globale prés:

|¥)= cos(%) |0} + e"“’sin(%) |1), 6 € [0, 7], ¢ € [0,27] (1)

en analogie totale avec le formalisme de Jones. On peut
donc représenter sur une sphére les états quantiques
possibles d’un bit quantique, ainsi que les opérations qu’on
peut faire sur cet objet.

Comme pour 'état de polarisation, Uintérieur de lasphérede
Bloch a uneinterprétation en termes d’états imparfaitement
connus, on parle de mélanges statistiques pour l'intérieur
de la sphére et d’états purs pour les états a la surface de la

sphére de Bloch. On peut visualiser ces mélanges comme
« ’état moyen » produit par une expérience qui génére
aléatoirement des états purs bien choisis. Par exemple, l’état
au centre de la sphére peut &tre vu comme résultant de la
production d’un état |0)ou |1) avec probabilité 1/2. On peut
représenter un état quelconque par un vecteur analogue au
vecteur de Stokes réduit qu’on appelle vecteur de Bloch V.
Les composantes de ce vecteur s’obtiennent en mesurant
la valeur moyenne de la projection de I’état suivant les
trois directions particuliéres |X)/|-X),|V)/|-Y)et|2)/|-2),
de la méme fagon que le vecteur de Stokes est construit
en mesurant lintensité (et donc une moyenne) pour des
polarisations verticale/horizontale, linéaire 345°/ linéaire a
135° et circulaires gauche/droite. Lanorme carrée du vecteur
deBloch s’appelle la pureté avec une interprétation similaire
a celle du degré de polarisation pour le cas du vecteur de
Stokes, plus elle est proche de 1 et plus l’état est pur.

12)=10) .
e FigureB:

Représentation de
la sphere de Bloch
avec un vecteur de
Bloch générique.
Les paires de
points antipodaux
représentent les
issues possibles
des mesures
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représenter géométriquement un état
de polarisation quelconque a partir de
3 parametres: le degré de polarisation
P, l'azimut a - appelé aussi angle de
polarisation - et l'ellipticité «.

Ainsi, les états associés a une lumiere
totalement polarisée (P=1) se trouvent
a la surface de la sphere de rayon 1.
Une lumiere totalement dépolarisée
serareprésentée par un pointau centre
delasphére (P=0) ettout état partielle-
ment polarisé par un point al'intérieur
de la sphere (vecteur de norme P).
L'équateur (e=0) correspond au do-
maine des états linéaires (S; = 0). Les
états circulaires (S, =S, =0) se trouvent
sur les poles (e=+ E). Le reste de la
spheére représente les états elliptiques.

Compte-tenu des conventions choi-
sies ici, 'hémisphere nord (g > 0) est
le domaine des états « gauches » (le
champ électrique tourne dansle sens
trigonométrique quand la lumiere se
propage vers lobservateur) et ’hémis-
phére sud (e < 0) le domaine des états
«droits » (le champ électrique tourne
dansle sens horaire quand lalumiére
se propage vers lobservateur).

Il est aussi intéressant de noter le fac-
teur 2 qui existe entre les angles dans
le plan de lellipse de polarisation et
sur la sphere de Poincaré. Ainsi, un
état de polarisation linéaire orienté
d’un angle a par rapport a I'horizon-
tale se situera sur I'équateur a un
angle 2a par rapport a 'axe OS,. De

maniere analogue, deux états ortho-
gonaux sont représentés par deux
points diamétralement opposés (an-
tipodaux) sur la spheére de Poincaré.

Des 1892, Henri Poincaré sappuyait
sur la sphere pour expliquer des ef-
fets tels que le pouvoir rotatoire ou la
biréfringence de lames cristallines.
Néanmoins, la représentation vecto-
rielle des parametres de Stokes au tra-
vers du vecteur de Stokes réduit introduit
ala premiére section permet de définir
un cadre algébrique phénoménologique
plus général pour modéliser la modifica-
tion d'un état de polarisation [1].
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Figure 2. (a) Effet d’un polariseur linéaire sur un état de polarisation : quel que soit I'état incident (en
bleu) létat en sortie se trouve sur la surface de la sphere et aligné avec [‘état propre du polariseur (en
rouge). (b) Effet d’un retardateur variable linéaire sur un état incident S;.. L'axe en tiret relie les deux
états propres du retardateur sur la sphére de Poincaré. Ueffet du retardateur correspond a une rotation
autour de cet axe d’un angle égal au déphasage du retardateur. Les couleurs du cercle donnent la
position du vecteur S, en fonction du déphasage (ou retardance) du retardateur.

Ce cadre a été introduit par Hans
Mueller dans un cours au MIT en 1946
[4] et permet de modéliser cette modi-
fication de I'état de polarisation comme
une transformation géométrique dans
lespace de la sphere de Poincaré.
Deux exemples de composants sont
particulierement intéressants pour il-
lustrer l'utilité de la sphére de Poincaré
dans ce cas.

Tout d’abord, les polariseurs idéaux,
quiréalisent une transformation cor-
respondant a une projection sur leur
état propre (leur « axe » pour les pola-
riseurs linéaires). Quel que soit I'état
dentrée, 'état de la lumiére en sortie
d'un tel composant est totalement po-
larisé et est représenté par un point
ala surface de la spheére de Poincaré
correspondant a 'état propre du po-
lariseur (cf Figure 2a).

Autre type de composants, les retar-
dateurs, comme les lames de phase
par exemple, qui introduisent un
déphasage entre deux états propres.
On montre que cette fonction optique
correspond a réaliser une rotation
sur la sphere de Poincaré d'un angle
donné par le déphasage (ou retar-
dance) de la lame autour de l'axe qui
relie les deux états propres du com-
posant sur la sphere (cf: Figure 2b).
Ces considérations servent de fon-
dement a la modélisation et a la réa-
lisation de systémes permettant de
générer n'importe quel état totalement
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Figure 3. Génération d’un état de polarisation
(S;) et dedeuxcomposants aretard variable. La lumiére
passe ensuite a travers un premier retardateur dont les
axes sonta22,5° de [état linéaire et entraine une rotation
du point S, vers le point S,,.. La lumiére passe ensuite a
travers un second retardateur dontles axes sonta45° du
précédent et qui entraine une rotation du point S, vers

le point Sy, état final généré par le systéme.
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CONCLUSION

Outil formel développé il y a plus de
130 ans, la sphéere de Poincaré est
aujourd’hui largement utilisée dans
la littérature scientifique pour repré-
senter les états de polarisation ou
les effets d’'un milieu sur ces états.
Lalgebre qui y est associée fait l'objet
d'une recherche riche et active. Par
exemple, des résultats importants sur
la conception de systémes sont ob-
tenus en étudiant comment les états
propres de ces systemes discrétisent la
surface de la spheére de Poincaré. Ces
résultats permettent ainsi la mise en
place d'un cadre théorique permettant
détudier loptimalité d'un systéme d’ac-
quisition en fonction de lapplication
et des contraintes expérimentales. ®
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